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Soit p un nombre premier impair et /(x) le symbole de Legendre. Nous conside rons
les sommes de caracte res 1p, n(A, B)=x /(x(x2n&Axn+B)) et 2p, n(A, B)=
x /(x2n&Axn+B) pour A, B et n entiers. Nous e tudions les proprie te s de ces
sommes et en donnons quelques valeurs particulie res. Dans le cas n=2, nous
utilisons des reve^tements de courbes elliptiques a multiplication complexe par des
courbes hyperelliptiques pour e valuer 1p, 2(%, 1). Nous appliquons ces re sultats a
l’algorithme ECPP.  1997 Academic Press
1. INTRODUCTION
Dans cet article, p de signe un nombre premier impair et /(x) le symbole
de Legendre. Soit P(X)=mr=0 arX
r un polyno^me a coefficients dans Z, de
degre m, i.e. am {0. On pose
Sp(P)= :
p&1
x=0
/(P(x))= :
p&1
x=0 \
P(x)
p + .
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Pour les valeurs de m2, les re sultats sont connus. Pour m=0, Sp(P)=
p/(a0); pour m=1, Sp(P)=0; pour m=2, Sp(P)=&/(a2) si p |% a21&
4a2a0 , et ( p&1) /(a2) sinon.
Quand m=3 ou m=4, les calculs sont intimement lie s aux proprie te s
des courbes elliptiques et en particulier aux proprie te s lie es a la multiplica-
tion complexe. Dans le cas des courbes elliptiques a multiplication com-
plexe de finies sur Q, il est possible d’e valuer ces sommes en fonction de la
repre sentation de p par des formes quadratiques (voir par exemple [16] et
les re fe rences cite es).
Quand m>3, les re sultats sont partiels. Les cas les plus e tudie s sont ceux
des sommes de Jacobsthal
8p, k(a)= :
p&1
x=0
/(x(xk+a))
et les sommes relie es:
9p, k(a)= :
p&1
x=0
/(xk+a).
Nous renvoyons a [4, 13, 14, 20] (et les re fe rences qui y sont donne es)
pour cela. Des sommes analogues aux sommes de Jacobsthal ont e te
calcule es dans Fp2 par Berndt et Evans [3]. Brewer a conside re des sommes
relie es a la suite des polyno^mes de Dickson (voir Section 2).
Dans ce travail, nous introduisons les sommes de caracte res
1p, n(A, B)=Sp(X(X 2n&AXn+B)), 2p, n(A, B)=Sp(X 2n&AX n+B)
ou A et B sont deux entiers et n un entier positif (nous nous autoriserons
aussi dans la suite a conside rer les sommes 1p, n(A, B) avec A et B ration-
nels, du moment que les nombres premiers p conside re s ne divisent pas les
de nominateurs de A et B).
Dans la section suivante, outre la de monstration d’un lemme sur les
sommes de caracte res, que nous utilisons pour e tablir des re sultats concer-
nant les sommes 1p, n et 2p, n , nous rappelons un re sultat de Brewer don-
nant une formule close pour 1p, 2(5Q, 5Q2) dans le cas ou p admet la
de composition p=a2+b2=u2+5v2, avec a, b, u, v des nombres entiers
relatifs. Il y est e galement rappele quelques-unes des proprie te s importantes
de la the orie de la multiplication complexe et celle des fonctions de Weber.
En particulier, si E est une courbe elliptique a multiplication complexe par
un ordre Oz de conducteur m d’un corps quadratique imaginaire K=
Q(- &D) de discriminant &D, et d’e quation y2= f (x), on peut e valuer
Sp( f ) en fonction de la repre sentation de p sous la forme 4p=
U2+m2DV2, ou U et V sont des entiers ve rifiant des conditions de
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normalisation. La recherche de ces conditions de normalisation est l’un des
buts de ce travail.
La de composition p=a2+b2=u2+5v2 traduit le fait que p se de com-
pose dans le corps biquadratique Q(- &1, - 5), qui est le corps de classe
du corps quadratique Q(- &20). Il est donc naturel de chercher un lien
entre la courbe d’e quation y2=x(x4&5Qx2+5Q2) et une courbe a multi-
plication complexe par l’anneau des entiers de Q(- &20).
Dans cet esprit, nous nous concentrons ensuite sur le cas 1p, 2(%, 1).
Dans la Section 3, nous montrons, lorsque %{\2, que la courbe C%
d’e quation y2=x(x4&%x2+1) est de genre 2, et que sa jacobienne est
isoge ne au produit de deux courbes elliptiques E% et E$% , d’e quations
respectives y2=P%(x)=x(x2+4x+2&%) et y2=x(x2&4x+2&%). Nous
montrons que si % prend des valeurs particulie res s’exprimant comme frac-
tion rationnelle en une des fonctions de Weber pour un nombre complexe
z donne , alors E% a pour invariant j(z). Nous en de duisons, dans la
Section 4 le re sultat suivant:
The ore me 1. Soit p un nombre premier impair et % un e le ment de Fp ,
diffe rent de 2. Alors
1p, 2(%, 1)=(1+/(&1)) Sp(P%).
La Section 5 applique ce the ore me aux courbes E% a multiplication com-
plexe, quand le nombre de classes de Oz est e gal a 1 ou 2. En particulier,
nous obtenons des formules closes pour certaines valeurs rationnelles de %
des quantite s 1p, 2(%, 1) en fonction de la repre sentation de p par une forme
quadratique de discriminant &m2D. Nous en tirons e galement une nouvelle
de monstration de formules connues pour 8p, 4(a). Dans le cas ou D=20
(avec Oz=O, l’ordre principal de nombre de classes hz=2), on a %=- 5,
et les travaux de Brewer permettent de donner une formule close pour la
somme de caracte res Sp(X(X2+4X+2&- 5)). Nous concluons cet article
par des remarques sur les cas D impair ou hz>2, et les applications a
l’algorithme de primalite ECPP [1].
2. PRE LIMINAIRES
Le but de cette section est d’abord de faire des rappels sur les sommes
de Brewer, la multiplication complexe et les fonctions de Weber. Ensuite,
nous donnons un lemme tre s ge ne ral sur les sommes de caracte res que nous
utiliserons ensuite pour prouver des re sultats sur les sommes 1p, n et 2p, n .
Nous donnons e galement quelques proprie te s e le mentaires des sommes
1p, n .
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2.1. Les sommes de Brewer
2.1.1. De finition et proprie te s. Soit Q un entier non nul. Les polyno^mes
de Dickson Vn(X, Q) sont de finis par (cf. [19]) V0(X, Q)=2, V1(X, Q)=X
et pour n2:
Vn(X, Q)=XVn&1(X, Q)&QVn&2(X, Q).
Les premie res valeurs de cette suite sont:
V2(X, Q)=X2&2Q, V3(X, Q)=X3&3QX,
V4(X, Q)=X4&4QX2+2Q2, V5(X, Q)=X5&5QX3+5Q2X.
Ces polyno^mes jouissent de proprie te s particulie res dans de multiples
domaines (voir la re fe rence cite e). On pose 4p, n(Q)=Sp(Vn(X, Q)). Les
valeurs de 4p, n(1) pour 1n5 sont calcule es dans [7] et 4p, 5(Q) dans
[8]; un lien entre 4p, n(Q) et 4p, 2n(Q) a e te donne dans [24] et applique
a la de termination de 4p, n(Q) pour n=6 et n=10. On consultera [12] et
[4] pour des extensions de ces travaux a certaines valeurs de n18.
2.1.2. La somme 4p, 5(Q). Notons que 4p, 5(Q)=1p, 2(5Q, 5Q2). On
rappelle alors les re sultats suivants [7, 8]:
The ore me 2. Soit p un nombre premier s’e crivant p=a2+b2=u2+5v2
avec a, b, u, v entiers relatifs (le signe de u sera fixe ci-dessous). Cela
e quivaut a p#r mod 20, avec r # [1, 9]. On suppose a#1 mod 4 et on pose
=20( p)=+1 si p#1 mod 20 et &1 si p#9 mod 20. Soit Q un entier.
Si /(Q)=+1, soit m une racine carre e de Q modulo p; on a
4p, 5(Q)={0&4u/(m) =20( p)
si a#0 mod 5;
si u#a mod 5, a0 mod 5.
Si /(Q)=&1, on suppose que b#aQ( p&1)4 mod p; on a
4p, 5(Q)={0&4u=20( p)
si a0 mod 5;
si u#b mod 5, a#0 mod 5.
2.2. Rappels sur la multiplication complexe
On pourra consulter [11] (et e ventuellement [6] et [10]) pour les
re sultats qui suivent.
Soient D un entier positif, K=Q(- &D) le corps quadratique
imaginaire de discriminant &D (ce qui veut dire que D#0 mod 4 ou
D#3 mod 4 avec D4 ou D sans facteur carre ), O l’ordre principal de K,
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et m un entier. On s’inte resse aux nombres complexes z ve rifiant une des
e quations
z2+z+
m2D+1
4
=0
(avec dans ce cas m2D#3 mod 4) ou
z2+
m2D
4
=0
(avec ici m2D#mod 4). On note Oz l’ordre de conducteur m ainsi engendre
et hz son nombre de classes (notons que si m=1, alors Oz=O). Le corps
de classe de Oz est le corps Kz=Q(z, j(z)) ou j est l’invariant modulaire. Le
nombre j(z) est alge brique de degre hz , de polyno^me minimal sur Q note
Hz(X ). Si m=1, on notera Hz=WD .
Notons Q la forme quadratique (1, 1, (m2D+1)4) dans le premier cas et
(1, 0, m2D4) dans le second, a laquelle z est naturellement associe . Alors
p>3 est repre sentable par Q si et seulement si p se de compose dans Kz , ou
encore Hz(X) a une racine modulo p.
Soit E une courbe elliptique a multiplication complexe par Oz , de finie sur
Q( j(z))/Kz . Soit OH l’anneau des entiers de Kz . Supposons que p se
de compose dans Kz et soit P un ide al au-dessus de ( p) dans Kz , et donc
OHP&Fp . On a alors (voir par exemple [10, Theorem 14.16]).
The ore me 3. On suppose que E a bonne re duction modulo P et on note
E la courbe re duite. Alors il existe ? dans Oz tel que p=NKQ(?) et
*E (Fp)=NKQ(?&1). En outre, E est a multiplication complexe par Oz .
Re ciproquement, toute courbe elliptique de finie sur Fp a multiplication
complexe par Oz est obtenue de cette fac on.
Quand ce the ore me s’applique, on peut e crire ?=(U+mV - &D)2
avec U et V e le ments de Z. On a alors p=NKQ(?)=(U2+m2 DV 2)4 et
*E (Fp)= p+1&U. On en de duit facilement que si l’e quation de E est
y2= f (x), alors
Sp( f )=&U.
En normalisant P, il est possible de calculer une e quation de E . Ces calculs
ont e te explicite s dans le cas ou hz=1 (cf. [16] pour une bibliographie des
travaux dans ce domaine), et nous verrons a la Section 5.2 comment nos
re sultats fournissent la normalisation cherche e quand D=20. Ce re sultat
sera applique a l’algorithme ECPP dans la Section 6.1.
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2.3. Les fonctions de Weber
Notons ’ la fonction de Dedekind
’(z)=exp(2i?z24) ‘

n=1
(1&exp(2i?nz))
et
f(z)=e&i?24
’((z+1)2)
’(z)
, f1(z)=
’(z2)
’(z)
, f2(z)=- 2
’(2z)
’(z)
les fonctions de Weber. Elles ve rifient entre autres l’identite
f(z) f1(z) f2(z)=- 2.
Soit #2(z) la racine cubique de j(z), qui est re elle sur iR+. On a [28, 954,
p. 179].
The ore me 4. Les racines de l ’e quation x3&#2(x) x&16=0 sont f(z)8,
&f1(z)8, &f2(z)8.
Soit f une des fonctions de Weber. D’apre s le the ore me pre ce dent, f (z)24
appartient a une extension cubique de Q( j(z)). On a me^me des re sultats
meilleurs [28, 26, 29]: par exemple, dans de nombreux cas, f (z) me^me
appartient a Q( j(z)).
2.4. Un lemme ge ne ral sur les sommes de caracte res
Le lemme qui suit est implicite dans plusieurs des re fe rences cite es dans
l’introduction.
Lemme 1. Soit P(X)=mr=0 arX
r un polyno^me a coefficients entiers
(am {0). Alors
Sp(P(X2))=Sp(P(X ))+Sp(XP(X)).
Soit P*(X )=Xm(P(1X ) le polyno^me re ciproque de P. Si m est impair, on a
Sp(XP(X))=Sp(P*(X ))&/(am).
Si m est pair, on a
Sp(P(X ))=Sp(P*(X ))+/(a0)&/(am).
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De monstration. On e crit
Sp(P(X2))= :
p&1
x=0
/(P(x2))= :
p&1
x=0
:
y=x2 mod p
/(P( y))
= :
p&1
x=0
(1+/(x)) /(P(x))=Sp(P(X ))+Sp(XP(X )),
ce qui prouve la premie re formule.
Supposons m=2n+1. Alors
Sp(XP(X ))= :
p&1
x=1
/(xP(x))= :
p&1
x=1
/(x2n+2P*(1x))=Sp(P*(X ))&/(am).
Si m=2n, on a
Sp(P(X ))=/(a0)+ :
p&1
x=1
/(x2nP*(1x))=Sp(P*(X ))+/(a0)&/(am). K
2.5. Quelques re sultats sur les sommes 1p, n et 2p, n
Notons (a, b) le pgcd de deux entiers naturels a et b. L’objet de cette
section est de de montrer les re sultats suivants:
Proposition 1. Pour p>2, A et B entiers, on a
(i) 1p, 0(A, B)=0;
(ii) 1p, n(0, B)=8p, 2n(B);
(iii) 2p, 2n(A, B)=2p, n(A, B)+1p, n(A, B);
(iv) si ( p&1)( p&1, n) est impair, on a 1p, n(A, B)=0;
(v) pour tout a, 1p, n(2a, a2)=&x n=a /(x).
De monstration. Les deux premiers points sont e vidents. Le point (iii)
est une application du Lemme 1. Pour de montrer le point (iv), posons
d=( p&1)( p&1, n) et k=( p&1)d. Soit g un ge ne rateur de Fp . On e crit:
1p, n(A, B)= :
p&1
i=1
/(gi ((g2n) i&A(gn) i+B)).
Comme l’ordre de gn est d, il vient
1p, n(A, B)=(1+/(gd)+/(g2d)+ } } } +/(g(k&1)d)) :
d
i=1
/(g2ni&Agni+B).
Si d est impair, k est pair et il y a autant de termes e gaux a 1 et a &1 dans
la premie re somme, donc elle est nulle et le re sultat en de coule.
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Pour le point (v), on a
1p, n(2a, a2)= :
p&1
x=0
/(x(xn&a)2)= :
xn{a
/(x)=& :
x n=a
/(x).
Nous utiliserons souvent le re sultat suivant:
Proposition 2. Pour tout A et B, on a
1p, n(Amn, Bm2n)=/(m) 1p, n(A, B).
et son corollaire:
Corollaire 1. Si B=;2n mod p avec ; # Fp , alors 1p, n(A, B)=
/(;) 1p, n(A;n, 1).
Les valeurs de 1p, 1 ne sont pas toutes connues. Il est clair que
p+1&1p, 1(A, B) compte le nombre de points sur la re duction modulo p
de la courbe E : y2=x(x2&Ax+B). Quand E est a multiplication com-
plexe par un anneau d’entiers de corps quadratique imaginaire de nombre
de classes 1, on peut e valuer ces sommes en fonctions de la repre sentation
de p par une forme quadratique (voir [16] et les re fe rences cite es; voir
aussi la Section 2.2).
Le reste de l’article traite essentiellement des sommes 1p, 2(%, 1) avec %
dans Fp . Nous supposerons dans la suite que %{2 car l’application de la
Proposition 1 nous fournit 1p, 2(2, 1)=&1&/(&1).
3. LA COURBE C%
Notons, pour % # C, F%(x)=x(x4&%x2+1) et P%(X)=X(X2+4X+
2&%). Nous montrons ici le
The ore me 5. Soit %{\2 un nombre complexe. Alors la courbe C%
d ’e quation
y2=F%(x)
est de genre 2. De plus, soient E% et E$% les courbes elliptiques d ’e quations
E% : Y 2=X(X2+4X+2&%),
E$% : Y 2=X(X2&4X+2&%).
Alors la jacobienne de C% est isoge ne a E%_E$% sur Q(%), et a E 2% sur Q(i, %).
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Notons en effet |1=dxy et |2=x dxy une base de 01, 0(C%), l’espace
des formes diffe rentielles de premie re espe ce de C% . Le calcul montre que
les images re ciproques des diffe rentielles de premie re espe ce, |=dXY et
|$=dXY, des courbes E% et E$% par les morphismes . et .$ de C% sur,
respectivement, E% et E$% , de finis par:
.(x, y)=\(x&1)
2
x
,
(x&1) y
x2 + ,
et
.$(x, y)=\(x+1)
2
x
,
(x+1) y
x2 + ,
sont
.*(|)=|2+|1 et .$*(|$)=|2&|1 .
Elles sont inde pendantes et engendrent 01, 0(C%). Par conse quent, la
jacobienne de C% est Q(%)-isoge ne a E% _E$% . Comme E% et E$% sont
isomorphes via l’application (X, Y)  (&X, iY), la jacobienne de C% est
Q(i, %)-isoge ne a E 2% . K
Une application directe d’un the ore me de Shioda et Mitani ([25, p. 296]
ou [27, p. 271]) e tablit le
Corollaire 2. Si E% est a multiplication complexe, la jacobienne de C%
est isomorphe a un produit de courbes elliptiques.
Remarque. Les courbes de genre 2 munies d’un automorphisme dif-
fe rent de l’involution hyperelliptique, comme c’est ici le cas pour C% , cet
automorphisme e tant (x, y)  (&x, iy), ont e te classifie es par Bolza
(cf. [5]).
On en de duit alors le re sultat annonce dans l’introduction:
The ore me 6. Soit E=C(Z+{Z) une courbe elliptique d ’invariant j({).
Alors E admet un reve^tement par la courbe de genre 2 d ’e quation
y2=x(x4&%x2+1) ou % est l ’un des nombres
3({)=2
f({)24+26
f({)24&26
, 31({)=2
f1({)24&26
f1({)24+26
, 32({)=2
f2({)24&26
f2({)24+26
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si j{1728, et
&
14
9
=31(i)=2
f1(i)24&26
f1(i)24+26
=32(i)=2
f2(i)24&26
f2(i)24+26
si j=1728.
De monstration. D’apre s le the ore me pre ce dent, si %{\2, la courbe
elliptique E% admet un reve^tement par la courbe C% , qui est de genre 2. Or
E est isomorphe a E% si et seulement si leurs invariants modulaires sont
e gaux, i.e.
j({)= j(E%)=
64(3%+10)3
(%&2)2(%+2)
.
Comme %{\2, il existe *{0 tel que %=2(*3+1)(*3&1). E crivant
j({)=#2({)3, on doit re soudre:
#2({)3=
64(4*3&1)3
*3
ou encore
(4*)3&#2({)(4*)&16=0
et on utilise alors le The ore me 4. K
Corollaire 3. Soit z un nombre complexe associe a un ordre Oz de K.
Alors la courbe d ’e quation y2=P%(x) ou % est l ’un des nombres 3(z), 31(z)
ou 32(z), est a multiplication complexe par Oz .
4. DE MONSTRATION DU THE ORE ME 1
Soit % un e le ment de Fp , diffe rent de 2. On a
Sp(F%)= :
p&1
x=0
/(F%(x))=/(F%(1))+ :
x{1
/(F%(x)).
Notons G(x)=(x&1)[(2&%) x2+2(6+%)x+2&%]. Pour x{1, on a:
G \\x+1x&1+
2
+= 64(x&1)6 F%(x),
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si bien que,
Sp(F%)=/(F%(1))+ :
x{1
/(G(x2))=/(F%(1))+/(G(0))+ :
p&1
x=1
/(G(x2)),
en remarquant que G(1)=0. D’apre s le Lemme 1, on a
:
p&1
x=1
/(G(x2))= :
p&1
x=1
/(G(x))+ :
p&1
x=1
/(xG(x)).
De plus, G*=&G, et le lemme 1 implique e galement
:
p&1
x=1
/(xG(x))=/(&1) :
p&1
x=1
/(G(x)).
Par conse quent,
:
p&1
x=1
/(G(x2))=(1+/(&1)) :
p&1
x=1
/(G(x)),
donc, comme G(0)=&F%(1), on a
Sp(F%)=(1+/(&1)) Sp(G)=(1+/(&1)) Sp(P%). K
Le The ore me 1 permet de connecter deux sommes de caracte res. Les
re sultats que nous allons en de duire sont de deux types. Le premier est
celui ou nous savons e valuer la somme ‘‘elliptique’’ Sp(P%) et donc nous en
de duisons la somme ‘‘hyperelliptique’’ 1p, 2(%, 1). L’autre type correspond
au calcul en sens inverse.
5. APPLICATIONS AUX CAS DES COURBES
A MULTIPLICATION COMPLEXE
Dans la suite, E% sera toujours a multiplication complexe par un ordre
Oz d’un corps quadratique imaginaire K, z le nombre complexe associe a Oz .
La courbe E% est donc de finie sur Q( j(z)). Remarquons que E% a
ne cessairement un point d’ordre 2 dont l’abscisse est dans le corps de
de finition. A chaque fois que Q( f 24(z))=Q( j(z)) on sait que E% et C% sont
de finies sur Q( j(z)). Nous nous limitons au cas hz2.
5.1. Cas ou h(Oz)=1
Il y a 9 ordres principaux de nombre de classe 1 et 4 non principaux. Les
courbes elliptiques associe es sont de finies sur Q( j(z))=Q. Dans 7 cas, une
175REVE TEMENTS DE COURBES ELLIPTIQUES
File: ARCHIV 207012 . By:BV . Date:12:07:07 . Time:06:07 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2474 Signs: 1327 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
des fonctions de Weber, f, est telle que f (z)24 # Q. On trouve [28,
Tabelle VI] les valeurs qui nous inte ressent.1 Dans certains cas, on a utilise
la formule
f(z) f2((z+1)2)=ei?24 - 2.
On donne dans la Table I les valeurs des discriminants, conducteurs, des
ordres ainsi que les valeurs correspondantes de %.
On peut en de duire des re sultats sur les sommes 1p, 2(%, 1). Notons que
le calcul de 1p, 2(&%, 1) se fait a l’aide de la Proposition 1, une fois connue
la valeur de 1p, 2(%, 1).
5.1.1. Le cas D=3.
The ore me 7. Soit p#1 mod 12. On pose |=(&1+- &3)2. Le
nombre p se de compose sous la forme ?? avec ?=a+b|, ou encore p=a2&
ab+b2. On suppose que a#2 mod 3, b#0 mod 3. On pose
!=2( p&1)3 mod ?.
(On remarque que ! # [1, |, |2].) Alors
1p, 2(&103, 1)=2(! ?+!? ).
De monstration. Le changement de variable (x=4X&43, y=8Y )
montre que E&103 est isomorphe a la courbe d’e quation Y2=X3&133.
On utilise alors [15, The ore me 4, p. 304], qui nous donne
Sp(X3&133)=! ?+!? .
Le re sultat en de coule. K
Exemple. Prenons p=181=112&11_15+152. On trouve 2( p&1)3#
48 mod p, ce qui conduit a !=|2 et 1p, 2(&103, 1)=&52.
5.1.2. Le cas D=4.
The ore me 8. Soit p#1 mod 4. On peut e crire p=u2+v2, avec
u#1 mod 2, v#0 mod 2 et u&v#1 mod 4. Alors
1p, 2(&149, 1)=&4/(3) u.
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TABLE I
D m z f f (z)24 %
3 1 (&1+- &3)2 f2 &24 &103
3 2 - &3 f 28 103
4 1 i f 26 &149
4 2 2i f1 29 149
7 1 (&1+- &7)2 f2 &1 &13063
7 2 - &7 f 212 13063
8 1 - &2 f1 26 0
De monstration. La courbe E&149 est isomorphe a la courbe Y2=
X3&136X via (x=36X&43, y=63Y). On utilise par exemple [15,
The ore me 5, p. 307] pour e valuer d’abord:
Sp(X3&136X )=&2/(3) u
et le re sultat en de coule. K
5.1.3. Le cas D=7.
The ore me 9. On e crit p=u2+7v2, avec u#1, 4, 2 mod 7 si p#
1, 9, 11 mod 14. Dans le cas ou p#1 mod 4, p |% 63, on a
1p, 2(&13063, 1)=&4/(21) u.
De monstration. L’e quation de E&13063 est:
y2=x \x2+4x+25663 +
ou encore
y2=x(x2+21cx+112c2)
avec c=421. On applique alors le the ore me de [23] qui nous donne direc-
tement
Sp(P&13063)=&2/(c) u=&2/(21) u
et le re sultat suit. K
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5.1.4. Le cas D=8.
The ore me 10. Soit p=8F+1=c2+2d 2, c#&1 mod 4. Si B est un
re sidu octique modulo p, alors
8p, 4(B)=1p, 2(0, B)=4(&1)F c.
Si B est un re sidu quartique, mais pas un re sidu octique, alors
8p, 4(B)=1p, 2(0, B)=&4(&1)F c.
De monstration. L’e quation la plus ge ne rale d’une courbe a multiplica-
tion complexe par Z[- &2] (voir [21]) est
y2=x(x2+4x+22)
pour laquelle la somme de caracte res correspondantes vaut (cf. [22])
Sp(X(X 2&4X+22))=&2/()(&1)F c.
Il suffit de constater que la courbe E0 est isomorphe a la courbe pre ce dente
avec =&1.
Si B est un re sidu octique, le Corollaire 1 s’applique et le re sultat du
the ore me est vrai. Si B est un re sidu quartique, sans e^tre un re sidu octique,
on peut trouver m tel que Bm4 soit un re sidu octique (et /(m)=&1). On
applique alors le re sultat pre ce dent a Bm4 et on conclut en appliquant la
formule [17, p. 104]:
8p, 4(Bm4)=/(m)3 8p, 4(B). K
Notons que notre approche ne nous donne pas de re sultat dans les cas
ou B n’est pas au moins un re sidu quartique. Pour ces re sultats, voir [4,
The ore me 4.6].
5.2. Le cas h(Oz)=2
5.2.1. Re sultats ge ne raux. Il y a 19 ordres principaux et 11 non prin-
cipaux. Dans chacun des cas, j(z) est alge brique de degre 2. En fait, j(z)
appartient a un corps quadratique re el Q(|). La Table II donne les valeurs
de D, m, !(z) ou !(z) est tel que Q(!(z))=Q( j(z)) (valeurs2 prises dans
[28]) et les valeurs correspondantes de % dans chacun des cas ou
Q( f 24(z))=Q( j(z)) et ou la courbe elliptique d’invariant j(z) a un point
d’ordre 2. Remarquons que dans tous les cas z=- &m2 D4.
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TABLE II
D m | !(z) %
3 4 - 3 f241 =27(1+|)6 (170+320|)3
4 3 - 3 f12=2(1+|)4 7|6
4 4 - 2 f81=23|(1+|)2 (&114+704|)441
4 5 - 5 8f4=(1+|)4 161|180
7 4 - 7 f81=23(3+|)2 (910+21760|)29241
8 2 - 2 f81=8+8| (&130+160|)49
8 3 - 6 f121 =2(2+|)4 40|49
15 2 - 5 f6=2(1+|)2 (2730&896|)363
20 1 - 5 f4=1+| |
24 1 - 2 f61=4+2| 4|3
40 1 - 5 - 2 f21=1+| 8|9
52 1 - 13 f4=3+| 5|9
88 1 - 2 f21=|(1+|) 140|99
148 1 - 37 f4=2(6+|) 145|441
232 1 - 29 - 2 f21=5+| 3640|9801
Soit z associe a un couple (D, m) de la Table II et % le nombre associe .
Soit p un nombre premier qui se de compose dans Kz . Alors % # Fp et par
suite, on obtient une identite entre deux sommes de caracte res de finies
sur Fp .
Remarque. L’examen de la Table II montre que dans certains cas, % est
de trace nulle dans Q(|). Il existe donc deux entiers rationnels A et B tels
que A- B=% et on peut donc e valuer les sommes 1p, 2(A, B) en utilisant
le The ore me 1 et le Corollaire 1.
5.2.2. Le cas D=20. Le corps Kz est ici Q(- &1, - 5). Un nombre
premier p se de compose dans Kz si et seulement s’il s’e crit sous la forme
p=a2+b2=u2+5v2. D’apre s la Table II, la valeur correspondante de % est
- 5, ce qui permet de connecter la somme de caracte re lie e a E- 5 a
4p, 5(1- 5):
The ore me 11. Soit |=- 5 mod p et Q=1| mod p. Avec les nor-
malisations du The ore me 2, on obtient:
7p=Sp(X(X 2+4X+2&|))=&=20( p) =(Q)(2u)
ou =(Q) vaut (Qp)4 si /(Q)=1 et 1 sinon.
De monstration. On remarque que /(Q)=(5p)4 . D’apre s [18], on a
(5p)4=1 si et seulement si b#0 mod 5. Si (5p)4=&1, alors b0 mod 5,
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ce qui implique a#0 mod 5. Il suffit alors de combiner le Corollaire 1 avec
le The ore me 2. K
Exemples nume riques. Nous allons donner des exemples nume riques
qui illustrent le The ore me 11. Les calculs ont e te faits a l’aide de PARI-gp
[2].
6. REMARQUES COMPLE MENTAIRES
6.1. Application a l ’algorithme ECPP
L’algorithme ECPP permet de prouver la primalite d’un entier N en
utilisant les courbes elliptiques a multiplication complexe. Exposons de
fac on simplifie e son me canisme, les de tails se trouvant dans [1]. L’ide e est
de tout faire comme si N e tait premier. On commence par chercher a
exprimer N comme la norme d’un entier ? dans un corps quadratique
imaginaire K=Q(- &D). Si on y parvient, on calcule alors M=
NKQ(?&1) que l’on factorise. Si N est premier, alors M est le nombre de
points sur ZNZ d’une courbe elliptique E, a multiplication complexe par
O, dont l’invariant j est racine de WD modulo N. On calcule une ce des
racines et il ne reste plus qu’a trouver une e quation de E et a prouver que
N est premier en exhibant un e le ment d’ordre suffisamment grand de
E(ZNZ). Au cas ou l’une des e tapes de l’algorithme ne fonctionne pas,
c’est que N n’est pas premier.
Dans Fp , on sait que l’invariant modulaire ne suffit pas a classifier com-
ple tement les courbes elliptiques. Plus pre cise ment, si E a pour e quation
y2=x3+a2x2+a4x+a6 , toute courbe Ec d’e quation y2=x3+a2cx2+
a4 c2x+a6 c3, c dans Fp , a me^me invariant. Si p+1&t est le cardinal de E,
alors Ec est isoge ne a E si c est un carre dans Fp et est une tordue de E
sinon, ayant pour cardinal p+1+t.
Dans ECPP, e tant donne s j et M, il faut de terminer une e quation de la
courbe E. La fac on la plus simple de proce der consiste a construire une
e quation de E sous la forme
E : y2=x3+
3j
1728& j
x+
2j
1728& j
.
On choisit un point P sur E et on teste si MP=OE . Si non, on utilise une
tordue de E. Si MP{OEc , N n’est pas premier. Sinon on a trouve une
e quation de E et on peut poursuivre le reste de l’algorithme. En moyenne,
il faut donc essayer 1.5 courbes.
Expliquons comment faire mieux dans le cas D=20. Dans ce cas, on
connait l’e quation d’une courbe elliptique E- 5 a multiplication complexe
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par O, ainsi que la normalisation permettant de calculer son nombre de
points. A l’aide de l’e criture de N sous la forme N=a2+b2=u2+5v2 avec
les conditions de normalisation du The ore me 11, on calcule alors
*E- 5 (ZNZ) et on compare cette valeur avec celle de M choisie par
ECPP. Si ces deux valeurs co@ ncident, l’e quation de E- 5 convient, sinon il
suffit de conside rer l’e quation de la tordue. Ce calcul n’est pas couteux, car
on calcule - 5 a partir de - &1#ab mod N et - &5#uv mod N.
Plus ge ne ralement, pour certaines valeurs de D, on connait des e quations
de courbes a multiplication complexe par O, ainsi qu’une formule de calcul
de leur cardinal en fonction de conditions de normalisation portant sur p.
C’est le cas par exemple quand h(&D)=1 (voir par exemple [16] et les
articles cite s dans sa bibliographie) et pour D=15 (cf. [9]).
6.2. Les autres ou cas h=2
La de monstration du the ore me de Brewer ne se ge ne ralise pas aux cas
(A, B){(5, 5). Cependant, notre approche montre que les sommes de
caracte res ainsi construites ont pour valeur \U ou p=(U2+m2 DV2)4.
Dans [9] est entrepris le traitement des cas ou D est impair avec une
me thode analogue a celle de veloppe e dans [16].
6.3. Le cas h>2
Dans les cas ou Q( f 24(z))=Q( j(z)), on peut relier des sommes de carac-
te res de courbes elliptiques a multiplication complexe a des sommes de
caracte res lie es a des courbes de genre 2, mais qui ne sont plus de finies sur
Q. A notre connaissance, aucun re sultat n’est connu pour de telles sommes.
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